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De trillingen van een membraan
door
Prof, Dr S,C. van Veen,

Een membraan is een elastisch lichaam, in de vorm van een dun

vlies, zonder weerstand tegen buiging, wel tegen rek, Wij denken zulk
' een membraan uitgespannen in een gegeven vlakke randkromme door een
overal constante trekkracht S kg/cm. Wij maken de veronderstelling,

oy dat de spanning in alle punten van het mem-
- 4 braan even groot is,

///*:$€K\ Men ziet dan gemakkelijk, dat langs één of
//’z)(/ ’,w) andere doorsnede een trekkracht ven § k&/
k\ww v van de ene zijde van de doorsnede op de

yd andere wordt overgebracht,

a). Evenwichtsvergelijkingen,

Kies xy-vlak in vlak van het membraan, Wij denken op het opper=-
vlek ven het membraan in z-richting per vlakte-eenheid een kracht
a(x,y) kg/cmE aangebracht,

‘ Op een rechthoekige met zijden dx en dy werkt dan // z-as: qd x dy,
De verplaatsingen loodrecht op het membraan worden voorgesteld door
w(x,y). Dus de vergelijkingen van het membraan na deformatie is
z = w(x,y).

De uitwijkingen w worden zo klein verondersteld, dat producten van
uitwijkingen of hun afgeleiden tegenover lineairefuncties daarvan kun-
nen worden verwaarloosd, Evenzo nemen wij aan, dat de spanningsverande-—
ringen bij de deformatie tegenover de beginspenning * S verwaarloosbaar
zijn,

Op de randelement ds werkt 1 element

in raakvlak de kracht Sds,

De richting van ds wordt bepaald

Aﬂ\“\\\\\\ door de richtingscos %%, %%, %g.
}f///ri

; ’ ols De richting Sds is loodrecht op de
T richting (5 3, £)

S g en bovendien loodrecht op de normaal
in het aangrijpingspunt.
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(richtingsas verhouden zich als ;}ﬂ, ﬁ%%, -1).

De richtingsgrootheden van Sds zijn dus:

aby!i ¥ Y X 'hx ] ﬁ

H H
oy dz dz dx dx ol
T T ow i

De Z-componente is dus: 4% = S(qsw dy - =5 ax),
dus de kracht op gehele vlakte element,

Z = /‘( ")‘;. dy - ’:g-—g'. dX) (1)

uitgestrekt langs de’ rand van f.
Wegens de bekende transformatie (Gauss),

~2 2 ‘ |
2w 2w _ / Jw _ dw
/‘/()x ayg)dXdY—- -(*‘ﬁdy Dy’dx)'
wordt (1) /u ) {
z = /7 s( 2~E2 + Q_E?) d x dy
v ox y

uitgestrekt over f.
Deze kracht moet evenwicht maken met de belasting:

/q(xy) d x dy
of 7

2
+_“ wz ) +a(x,y)} d xdy = 0.
Oy

Deze uitdrukking moet gelden voor ieder willekeurig vlakte-element, dus

8(32 + .}sz) + a(x,y) =0 (2)
2z Vy
Dit is de gezochte evenwichtsvergelijking.
b) Bewegingsvergelijkingen,
Aan de belasting per oppervlakts eenheid wordt de traagheidsweer-
stand per vlakteeenheid toegevoegd.
Stel de massa per vlakteeenheid =/q, dus de traagheidsweerstand:

- Wx,y) . —Z,.
f(x VS

Hieruit volgt de bewegingsvergelijking:

"D 'b 2 ’
L, + 2+ atxn) -2, o
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I) Vrije trillingen (geen uitwendige krachten, dus q(x,y,t) = 0)

% D% %
s( - ) = )
2x2 D y2 [ 42
of
2 ’Dzw
et
i N s
C — - H 2 + - 2 —-A W.
i 0 x Dy

Wij zullen aannemen, dat ook jvconstant is,
Randvoorwaarden: Langs g; randkromme geldt:
voor alle waarden van t 3 0, w=0 (3")
Voor t = O moet de beginstand van het membraan en de beginsnelheid in
. ieder punt gegeven zijn, dus:

voor t = 0, w = f(x,y), —é}% = g(x,y) (3")

e¢) Particuliere oplossingen,

De vergelijking (3) en de rendvoorwaarden zijn linealr, Daarom
zoeken wij eerst particuliere oplossingen Wey Vo, w3,........
van de gedaante:

w (x,5,%) = W (x,5) cos Wt of W (x,y) sinV% (4)
(periodieke particuliere oplossingen).
Dan voldoet ook iedere oplossing /
W o= §:onmn (5)

waarin de constante coefficienten h, willekeﬁ}ig zijn, Wi} Eullen

in enkele belangrijke bijzondere gevallen zien, hoe deze coefficienten
dan kunnen #orden bepaald, opdat 2an de randvoorwaarden kan worden
voldaan,

Substitutie van w = W(x,y) cos Wt
gin V+t

in (3) levert:
CAW+ VW =0

of \) 2

AW + AW = o. (N = = (6)
Wij zullen aantonen, dat het membraa:. alleen bij zeer bepaalde waarden
van de frequentie\’periodieke trillingen kan uitvoeren,

De differentisalvergelijking W + AW = O,
kagﬁgiechts voor bepaalde waarden van )? oplossingen bezitten, die san
de rand verdwijnen ©R niet identiek nul zijn, Deze waarden A2 heten de
"eigenwaarden" van het randwaarde probleem, De bijbehorende functies
W(x,y) heten de "eigenoplossingen" van het probleem,

g). Als voorbeeld kiezen wij het rechthoekige membraan,
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J | Kies de x-as langs de zijde a

? Kies de y-as langs de zijde b.
Wij zoeken eerst naar particuliere
oplossingen van de gedaante:
4 W = p(x).a(y). (7
Substitutie van (7) en (6) geeft:
a(7)p"(x)+ p(x)q"(3)+ Fp(x)a(y) = 0

4 ‘
N of
; p'(x) _ _a"(y) + qu(y)_
p(x) aly)

Het linkerlid is een functie van x, het rechterlid is een functie van
¥y, dus beide leden stellen dezelfdé constante voor,

Noem deze constante - ocz, den vinden we de beide differentiaalverge-
lijkingen:

p"(x) + &®p(x) = 0 (82)
. a"(x) + R%(y) = 0 (82)

me
x?+ B2 = A2 (9).
Particuliere oplossingen van 8%: p1(x)= sine(x; pz(x)s cos & X.
82: q,(y)= sinfy; q,(y)= eos Ay,

van de 4 particuliere oplossingen:
W“-.—. D,y = sin & x sin ,@ V&
W12= Pl = sin & x cos Vi
W21= PpQy = cOS ol x sinﬂ Y3
W22= Pyl = COS &£ x cosﬂ Vi

(10)

voldoet alleen de eerste man de eis, dat deze oplossing verdwijnt

langs de randen x = 0, en y = O,

Dus de enig bruikbare particuliere oplossing van het type (10) is
PP = sin & x sinﬂy met oc2+ /Q2= )2 (11)

Opdat deze oplossing ook aan de randen X = a en y = b verdwijnt, moet
sin ¢(a = O, sin ;6b =0

zijn, of
7
= 3 4 , =2, (m en n geheel).
a b
De eigenwaarden NG zijn:, 5
> = (I 4 1Y (11)
A m,n 8 b2

De frequenties worden nu gevonden ufy
e A i
\)m,n = &L mid = F¢ | 22 2
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De bijbehorende trillingstijden zijn:

T — 2"7’ — 2 *
a b

De diepste toon vinden wij voor m = n = 1, Voor alle andere waarden
van m en n ontstaan de boventonen,

De algemene trilling van een membraan kan additief uit een willekeurig
aantal van het type (11) worden samengest 1d:

;Z—; {Am cos \\ t + 51n‘0 tj sin B Xgin ol y

n A
m—.:‘l n=1 - 8 v
(12)
waarin Am en Bm n constanten zijn, die kunnen worden bepaald uit
de beglnvoorwaarden H
Voor t = O is w = f(x,y) (beginstand)
jéﬂ = g(x,y) (veginsnelheid),
L o%
/ s m T x ni
Dus f£(x,y) = 4, 4 A, sin . sin 284
?
m=1 n=1 & b (13)
F = I ¥
_ Ny ) .omhx . nly
glx,y) = 2 7 Bm,n A m,n Sin — sin .
m=1 n=1

Hieruit kunnen de onbekende coefficiénten A n €8 Bm worden bepaald

-G (: m, y 1
A, = A /‘ f(x,y) sin 21X gin Y4 x dy
! ab / a b
a o % _
__4 glx,y) sin B—X gin 2293 x ay,
m,n ab \) , K a8
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Harmonische boventonen.

De frequenties vy . worden bwynald uit
u’

Vm,nz e | §§ + %E . (m en n geheel) (1)
|

Wij vragen nu, welke onder de¢ trillingen van het membraan ten opzichte
van elkaar harmonisch zijn, d.w.z.:
welke wearden van p  staan tot clkaar in rationale verhouding.

b4
Stel P en y'

m,n mtont verrouden zich rationaal,dus
ik £l
Y mn _ By oen n positiove gehole go
- = = en h' positieve gehclc getallen, zonder gemeen-
)‘)m|’nl ht
schappelijke deler. 2 5
U4 2 n_ ) 2/m' n'
it (1) volgt: h (—-2- +=)=h { T +——-2~) (2)
a b a“ b
of
2 2 2 o}
nten- nimr© _ A
a2 b2 5
De tellers zijn gehcle getallen, Als de verhouding Eg niet rationaal
is, dan moeten dc¢ tellers dus beide = 0 zijn, of E
n_n_h
m'- n'" R
Dus m' = 1m, n' = 1In, waarin 1 ecn gcheel gotal is, als m en n onder-

ling ondeelbaar zijn.
Hieruit volgen ecn rij van harmonischc trillingen:

RN 2
p=p*, 2¥% 3v*.., met ¥ ﬂc\,‘—2-+i‘—2- als &5 £ ratio-
;a

i

S

naal gectal is (m ¢n n onderling ondcelbaar),

Y ¥ noemt men de “"rclative grondtoon! of "rclative grondtrilling".
Dc absoluut laagste toon (grondtoon van het membraan) wordt gevonden
voorm =n = 1,

Uit ieder paar onderling ondcolbare gctallen m cn n ontstaat op deze
wijze een rij harmonische boventonen,



Zen agder paar m,,n, levert do rije f= pﬂx, < V1X, 3 y1x....
&
8 . . Ca - . .
Als LE niet rationaal is, zijn ¢ toncn van verschillende rijen nict-
b L3
harmonisch,
a8
Wanneer cchter — wcl rationasl is, kunncn ook toncn van verschillende
T =

2
rijen onderling harmonicch i,

Stel in dit geval: pA 3
& _ 3 N n e hoel positief !
— =~ . L jden ¢ g ohoel positief, onderling on-
- 3

doolbuar,)
De voorwaarde voor harmonic (2) lcvert dans
2, ;.2 ¢ 2 2 2 Y g 2
nt*{Am +@Q ):h(dm'+IQQ') (3)
Als 2 tonen von cen rij harmonicch zijn, dan 2ijn ook allc tonen van
de ri] 2 aan 2 harmonisch,

Wanneer dus Cén toon van ven rij  hnrnoniseh is met 1 toon van cen rij

V', dan 1is icdere toon van de 1% rij harmonisch met icdere toon van
o o 0 o .
e 2% rij, ¢n men nocmt beide rijen hiarmoninoh.
Om allc met botrekking tot ecn bopaalde ri)] harmonische rijen te

zocken stollen wij in (3)
o m© o+ {3!1“ = X (gihoel),
hm' = x,hn' = y,h' = 2z (x,y,z gcheel),

(3) gaat over in

s = A XS 4+ Q)y‘i. (4)
1

¢n hct probleem van het zo.ken van allc mct V¥ harmonische rijcn komt

neer op de onlossing van het provleem uit de gotallenthoorice

"gevraagd alle oplossingen X,y,z in gchele getallen te vinden van de
onbepanlde vergelijking
: 2 2
oAx= + 3y° = K’z .

1 oplossing is bij voorbtaat bekend (x = n,y = n,z = 1),

Voor enkelvoudige tonen, met gclijke trillingsgetallen geldt h'= z = 1,

Men zoeke dan naar de oplossingen in gehele getallen van:
+ O . 2 (s
X" 4+ ﬂ‘)‘ y‘- - ¥

. |
Voorbeclds X = \5:: 1
‘ ﬁ’:g =
5

10 =

(W \N]
N
o PO
[A]
-
[ae)

2 2 82

i
LY
3
w
I
it

65

Knooplijnens Len cnkelvoudige trilling van cen re hthockig membraan

heeft dc vorm:

{ ) i

W= ! o A
= :.A. [efe):] J/ ‘.,n
{

+ B gin })m,n t } gin géZE sin E%ZI .



B

wellze, door cventucle verandering van het begin tijdstip, ook geschre-
en kan worden als .
. ‘ . IMTT X !
W = 0C gin )im,i t sin *51* ., 8in "E“i .

(¢ - amplitude). ) —_
Als t een veelveud 15 van LS -LQJE; dan is W = 0, en alle punten

My -
var lhiet membraan gaan goell jktijdis door d- cvenwidhtsstand,
Boviendien is W = O voor a%l: woarien van o, als x of y gchele veel-

. 1] 3 a ]
vovien zijn van % of van
Ak

)
1l

Dit levert 2 steclsels rochien // ascon, dic gedurig in rust blijven
(knooplijnen).
Bec ~houwen wij nu cen samengestclde trilling:
< . .omfx ..o nly
W o= C, , 8in / t osin ===, 8in )
< el )m,n - a ) (5
k
* - ] 5 s} . . -
Uit = An sin L&nt‘ﬁ.u voor allc T volgt
n=1
8] . o~
12 Q'.§ o QZ:..’ “N{w}{- (6'>
o &
22 S i =0 (6")
n=1 "
Vraocn wij bij cen samcengestclde trilline als (5) naar knooplijnen
dar volgt uit (5) en (6") dc¢ vorrwaarde:
< s, BEX  LoniTy
Z“Cm,"i i.ﬁn T" DAY s’ = )
waas in deze som moot wordern uite 0 7 rver alle moen n waarvoor
- + (A n® dezelfde vaarde Y verkrijgs,
Hieruit ontstaan de vergsclijkingen voor ac klankTigsuren.
Vocrbecld: a =1 = T (vicrkans),
i 2 4 - L, 2 1AL
,-'\ = 10 of 3 = 10~7,
Samongestelde trilling:
W=m=sin Yt gﬂ gin x sin 3y - B sin 3x m'n yé
= A sin p % oin x sin 3y —/%131n 3x sin y}
™ 3 e
. 1ijnen: . . .
Knooplijnen sin x sin 3y = fisin 3X sin y.
. /7, .
of cos 2y + 1 = jqlcos 2x + 7).
In dc volgende figuren zijn dc knooplijnin goschotst voor
= =1y o= e o 1/55 00 1/20 1.
{(bi7 verwi%oelirg van x on men doe reeiproke waarden).

i ...“_.._..—-»m._

O

e e o

|

o g o o

%
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MATHEMITISCH CONTRUIY,
2de Boerhaavestr. 49,
AMSTERDAN(0).

Cursus:
Metheden der lathenatische Physica
te 's—Gravenhage

9

De trillingsen van een membraan I1T
door

Pref. Dr S.C. wan Veen.

Cirkelvormis membraan.

713 kemen terug op de algemene differentiaalvergelijking (6)

3
<

!

- - v r
& AT = N se (A2 - YD), m o= W(x,y) S997C (1)

= : .
a gsinv ¥t
o]

Tanneer het membraan deor een vastcirkelvornige rand is begrensd, is het

voordelig noolcocdrdinaten r en 4 in te voeren i.p.v. X en y. et middel-

punt ven de gegeven cirkel wordt als oorsvrong (pocl) genomen. De straal

van de cirkel = a.

x=rcosy , y=rsing . (2)
In vergelijking (1) meeten de codrdinaten
 S— (2) worden ingevoerd, als volgt:
S Uit (2) volgt:
p‘;’\?\ ¢ (.’) r 3 a” 4
. 1= Coéf}frf - r sin 3o (@iff. naar x)
’ D 0
£ o 0 = sing &X ¥
‘ _,,._j‘i | ) 0 = sm.)’ T o8 S

(a7
1
o)
o
w
H
1<V
1
1
o]
,..J
ja
st
W
g

Analcog:

o,
¥ i
0
1.4
e
&
+
Q/ "
[¢]
O
%@’

5= s::.n}ZJ c ay }V (3)
2 DT dr . 27 9 T sing O
2% - BT DX T o ?if - 9} I‘QL B}) (volgens 3).

I
dv Jdr AU Y o ;
37 3T oy Y 3w ,y-smg)-;—— ~———§-$—&9—)-(volgens3).
[T - N P -5 S - 9@
aX2=-ax(a£"“ar(ax)ax*‘a¢(a ) =



]

AWy sinQ O Dy
2 2
- : 0%y sin¥ 9°v sine QU
cosy, g 0089) };-g n 3 r?‘;’ + s

: o, o D o
= sin() (=) cos @ Ty -
7 or 2y Ty oV
~y 7
I i A a¢ ces Q2 cosq@ @
= 8ing) ! sin QY = + 7 31 I
¢ a ha e ol I"‘" C:9>

cos

T o cen
+‘w» 08 — + n{ = -
7 { c ’9) ,?' T Sluﬁ a I‘aﬁ) -

Uit (4) en (4') volgt door optelling:

e 0fr 3%y 2%y 19w 1 9%
b s R IR T o R T e T @

Tenslotte geat vergelijking (1) aver in :
2T ,? 2\'r

‘.—i—*‘ ’m‘b'ra-}\zw-o,

or

]

ey

(5)

J meet sindig blijven als r varieert van O tot a, en W moet dezelfde

waarde verkrijgen als met een bedrag 27T toeneemt. Wij zceken daar-

om in (e eerste plaats particuliere orlcssingen van de gedaante:

T

7 = R(r) cos m @/, en W = R(r) sin mﬁu . (n geheel)

waardoor d» veranderlijken gescheiden zijn.
Sabstitutie van (6) in (5) levert

627 1 dR ( 2 m2\
BRI W . Y A - =) R = @
— - 75
are r dr r
of

5 _
a~= 1 aR
+ (1 = —=——=) R =
(A pi® NS ()\r}z

(6)

(7)

waardsor wi] zekomen zijn cp een bekende gewone lineaire differentisal-
vergelijking van de 2€ erde: de differentiasalvergelijking van Bessel:

2 2

a 1 8y m
o+ (1-Fy =
ax x dx X

(8)

De oplossing hiervan wordt, zoals bekend is, gevonden deor reeksontwike-

keling.



Stel daartoe in (8)

o ot "~
Y =% + AX + + ApX 2 e
dy L x x
T oxx + A (et +1)x +A2(m+2)x+1+._.
d W - 0(...2 N 4 0"1 d
..-@5{7- =cx(cx.-s)x +n1\9n+'z}nx +A2([7{+2)(0(+1)x o
ax"=
’} .
“_. 5 -

ax“ -

{o((m-a) F X . m? i x“+ F\,g(arwa)of 1-(0\’-?1)-»!‘1"‘2'£X‘x*!+

R , ‘ o ¢ &
0 “mpa e 1) & (¢ 2) - m? g x T ....F\k&(a*k}(o\ka)+(0Hk-‘!).mzxa(ik
e
ey RS L Y

De co&fficitnten van alle machten van x moeten dus nul zijn, in de
eerste plaats:

X (X =1) +o=m =0 (vepalende of karakteristieke verg.)

dus o 2 =
o = + m. (9)
5,1%(0‘+1}2~m22=0. A1{(1im)2—m2}=0
A’,!(‘! -~ 2n) =0, m geheel # %
dus A1 = 98,

Verdel z2lzenieern:

e ] (o+x)2 = m j A, =0
A‘l{ {l"? + 2km}+ Ak~2 = 0
k= fﬁi?%ﬁ)

AO = 1.

Wij vinden ze de 2 fundamentele oplossingens

R 2 4 . 6
¥y = thj - =3 x + - X - = X
} 21, (m+1) 27 1.2.(m+1) (m+2) 2°.1.2.3.(m+1) (m+2) (m+3)
L 5 , .
--m}.] + — X + 4 X .
; 2. 1.(n~1)  27.1.2.(m~1)(m~2)
) -

+1.ﬂ

il

o
wa

L L

Yo

De 2% oplossing is voor oms doel enbruikbaar, omdat yfwwwor
z ,

x— 0 bij positieve m.

L]
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TDe alleen bruilkbare opleossing isg

‘ 2 4 6
y1 = C.Xmi‘i -5 X + 7 X -z X h.,{
l 2% 1 (m+1) 271020 (m+1)(m+2)  2°.1.2.3.(m+1) (m+2) (m+3) )
Uit deelmatigheidsoverwegingen kiest men de willekeurige constante

¢ = =t

2" m!

De ontatane uitkomsts

s} 2 4
X _{-S x b p.S .o \-':J (X)

o i | 22.1.(m+1) 24.1.2.(m+1)(m+2> )

Yq =
wordt de functie van Beszel van de n® orde genoemd.
Ilen vindt hiermede als particuliere oplessing van vergelilijking (7

Tr,¢) = Jm(A r){ A cos,m}b + B sin mya)g'

‘lkaarin A en P willekeurige censtanten zijn.

Randvoorwazrden.
D2 cerst eis is: Wgr ( aan de rand, dus voor r = g voer alle waar-

den van ¢/ ., dus
7Y(a,9j) = 0 veor alle waarden van/??

MaBeWe

a meet Aus een nulpunt van Jm(x) ziin.
lex. kan bewijzen, dat de vergelijking Jm(x) = 0 re¥le en alleen
vlossingen bezit; en wel eneindig vele, positieve zowel als ne-
gatieve ¢ %, voldoet eok ~xk). Uit de a2ard der zaak veldoet eok de
‘.hortel ¥ == T voor m > 0. Deze kunnen wij niet gebruiken.
Worw Je positieve eplossingen, naar opvolgende greotte gerangs

P

schikt

dan is
= &
PRt gm,n'
dus de elgenwaarden zijn
£ c

A _ fn.n CA _ ~¥n,n _
e a y m, -~ .

niL I n a Tomn
De bijbelwwrende particuliere eigen-oplossing iss

e — i A - g m n r N
Jm,n = iﬁmﬂn ces m}b + Bm,n sln'm)v§ I ( -~gww—)
en de algemene trilling van het membraan kan additief uit zulke partiocu~

liere oplossingen werden opgebouwd alss
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< 70N g
w 2.z yl Y
p 4 MG T
o _— A3 1L S, " ¢ 1
= Az Yl ’L{“m,n cos m ) + Bm,n =in m)ﬂ /8 ¥Yuon 5

. ] o "
cos m9)1Bm’n sin m}))f? gin Ym,nt . (11)

Deze oplessing moet nu echter nog worden aangepast aan de begintcestand,
Al e kunnen wor-

waaruit de onheken s 3
t ekende ccEfficiénten fo,n Bm,n’ mnt Cmn
0 is in de eerste plaats de witwijking w = £(r, )

den bepaald. Veor t =

in elk punt gegeven,
g O

Dus:
f(r,?/) = mZ_:C ré‘l J (/\m T ) by p ©OS m/Q/ + By p Sin m)?);,

aaruit wveclgens de bekende methcde van Fourier velgt:

27

- Y .
( ﬂr §) cos mpjd}) 77 SR )\m,nr) Apni B £ 8
c’f ‘ co

>
resp. 201 =4 Jo()‘o,nr) Ao,n veor m = QO

Cor o
jf\r ') sin m}?)d}) T f»—;[ J ()\ ’nr) Bm,n’

Om nu verder nog de coéfficiénten Am n? B n afzenderlijk te bepalen,
* !

zijn vevrdere elgenschappeh van de Besselfunct:.es nodig.
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MATHEMATISCH CENTRUM,
2de Boerhaavestr. 49,
Amster damn (0

Cursusi
Methoden der Mathematische Physica
te 's-Gravenhage.

Trillingen van een menbraan IV.
door

Prof., Dr S.C. van Veen.

Verveolgs: Cirlrelvormig Membraan.

‘Eenvgg@iggﬂgigﬁnschaynen van de functies van Bessel.
"e nebben de vorige maal gezien, dat: (voor m > 0)

m 2 4 6
g (x) = “EL““A i * 7 > -5 = +
2l 201 (m+1)  2%.1.2.(m+ 1) (m+1)  2912.3m +N(me)(m+))
of: _ , . - x2 (1)
. X &Jm*\x) = "I’E—“" {1 Ead 2 + e o o (1')
= 2%m! 2%.1.{m+1) .
dus: , ( . 3
LA~ o~ (x)1= 1 /__ X + X -
ere (% 20! 2. (m+1)  23.1.(m+1) (me2)
bl XS "‘1" L] °® - j
25,1.2.{m+1)(m+2)(m+3) .
' = X {1 ~ ) xz X4 » }a
2m+1(m+1)! 2°.1.(m+2) 24.1.2.(m+2)(m+3)
= - X. x"(m+1) Jm+1(x) (volgens (1')),
LOLTACER e - —
{é%{x“m Jm(x)J = - x 0 Jm+1z;;] (2)
Analoog ;ihuu men uit (1)
et _ 1 /'2m+2 2m+4 2m+6
¥ <. 1(x) = 3 X 2 )
at o)1 L 221 (me2) | 2F1.2. (me2) (me3)
- £2m+8 e e s j
26.1.2 3. (m+2) (m+3) (m+d)
2m+3
2m+1 X
J (x>§= a{(2m+2)x . +
2m+5 2m+7
23.1 2.(m+2) 25.1 2.3. (m+2)(m+3) Jé
2m+ 1 2 4
2"m! 2% 1. (m+1) 2% 1.2 (mrt) (me2)
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)
X
- 2{3 1 > N R }
LR b30(m+1){m*£i‘ &m‘i.B)

- T () volsens (1).

e e o
= 1X Joaq(x)p= x o x,.; 3

De uitkomsten [2) en (3) geven balangriike resultaten over de nulpunten
van de functics van Bessel.

Uit (1) volgt, dat voor m >0 de oorsprong een m—voudig nulpunt is.
Dit nulvount Eten wiij buiten beschouwing.

g =m -
Stel x Jm(x) =
Uit (2) wvolgt:

Zm+1 dy _ .m+1
- X ix — % Jm+1(X)
.dus: _ W/ om+1 gzj _ g2 a° (2me1) x2% 8T _
dx ( dxJ -~ % = \ellw dax ~
dx
=L s (%) = 57 5 (%)= (velgens (3))
T éx m+1 m SFHE
_ X2m+1 7.
Of: 2
x g;% + (omet) & o + Xy = 0. (4)

Hieruit velgt:
Stelling TIT. De nulpunten van J_ (x) zijn enkelvoudig, want in een dub~-

bel (of meervoudig) nulpunt Wcrdt

y = x Jm(x) gelijk aan f,0en ook %% wordt gelijk aan O.

N ,.//,,4;44,....._,___ Lj - X Jw‘ (K}
o \\ ,A/'/

2 3

Volgens (4) wordt dan ook g*% = 0, gh% = 0, etce » « . dus y =0 (reeks-
ax ax I

ontwikkeling van Maclaurin).

Stelling IV. J_(x) en I 1(X} hebben geen wortels gemeenschappelijk.

m

Tant als Jm<X1) o, J (x ) = 0, dan is volgens (2) ook

m-+1
»-@w;zmj(x)—o qus v = 0 en & = 0
dz 4 K - o= dax ~ 7°

Coneclugie als boven.

Recurrente betrekkingen tussen functies van Begsel en haar afgeleiden,
Uit (2) volgt onniddellijk

x J0(x) = m I, (x) - x I (X | (5)




Uit (3) eveneens

x J:z'w‘:(X) = X Jm(x) - (m+1) Jm+1(x) (6)
ofs .

x Jntz(?;) = x Jm__1(x:) -n Jm(x) (6")
£g7 en (%!') leveren: 2m Jm(x) = xiJm+1(x) + Jmp1(x) 3. (7

Bevaalde intcgralen met Besselfuncties,
Uit de differentiamalvergelijking:

2

2 a d 2 2

X —%+x-3ﬂa + (x° = m)y =0
dx

waaraan JT(X) voldoet, volgt:

)
x° M&%“——’El+ x%—i?—l s ( Ax° -—mz)Jm("CX) =
. ax-

analoob

of:
J (/”x> ‘-i——imgﬂlw (xx)g—ﬁﬂﬁ‘g—l‘l
fom(ﬁx) -@%1%5-3) - Jm(&(x) 3J X } +
o+ (Az -}42) szm(a{x) Jm(ﬂx) =
Duss 5 2 B
- A% x 3 (ax) J_(Fx) =
108l g g Salan) i{& @0 Holfs) | (a) Uglex)
._..___[6} (xx)_..mg.é_x_).__g (/%x) aJ dxf}

i

Tigi . b
) . 47 W x)
2= B2 f xJ @x)3_ (%) ax -{ J (dx) (/? JmS-Xx) B . (8).
a
Wegens (5) 1

xgi&“—(ﬁ—)- =md (ﬂx) - /gx Jmﬂ(ﬂx

analoog

xwszm(;(x)—o(xJ

dx mH(KX) "

Dusse

rian) AR g (4 dglaa

7:)(J (ﬁX) Jm.-i—‘t (¢ x) ""/3 J. (q’x) Jm—r‘l(/s j

waardoor (8) overgaat in:

: (062~ ﬁz)f me(ﬂx)Jm(ﬁx)ﬂx = Ezf{Jm(ﬂx)JmM(«’x)mime(«x)JmHSAx)}J: (9)
a ' | e | |




i.h.b. voor a = 0, b = 1, (dus JmH{“xx? = Jm+1(/3 x) = 0 voor m » O,

x=a=10),

(e @) [ 5 ) (f)en =m o ) 3 (o) ~ () (A)e (10)
: j o RS A A m' /7 Ym+1 “m m+1 /3 *

Deze uiimmet wordt waardeloos voor ﬂ::ac .

Houden v~ 3 ir

WJ(ﬁ\;J (« ) -/IJ ()3, ()

- ‘ k4 T M - g N

2 (o)l (A x)dx = 2 = 12 5 2 mt

o] o - /3

X conztarnt, en laten wij tot o naderen, dan geeft de toepassing van
de regel van 1'H2pital

foE(oéx)d:r = 7:-—-43' L )T, 4 «) 4 x g ()]
o e
‘of: 1
(o]
o Tﬁ. 4 i R \ '-r AY - "
.2acfmm (Raldx = 3 (XD, 4 () +D(//Jm(o(}‘}z;1+1(d) L) 4 (¢ ~)f(ﬂ)
Speciale gevallen.
Wij cullen de uitkonsten (10) en (11) speciaal nodig hebben voor

het geval, dat &« enﬁ nulpunten zijn ven J (x)
Dus I (2 ‘)_J(ﬂ)._{).

Uit (1;’}} volgt voor o #/9

“m+1

(X)) - g0 «)Jmﬂ(«:)}

’”’"‘i
me(a( x)J (fx)ax = 0 1 (12)

\ |

Uit (117 yolgs
(x )a2(a)

2“‘! zJi(o(x)dx = X J

I
O

. dus wegens (2)

m+1

29(/ 272 (& x)ax = ol 32, (&),
of 1
.2
D ¥ a e = 392 ). (13)

¢]
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MATHEMATISCH CENTRUM,
2de Boerhaavestr. 49,
Ams terdanm- -0,

Cursus:
Methoden der Mathematische Physica
te 's-Gravenhage.

Trillingen van een membraan V.
door
Prof. Dr S.C.van Veen.

Vervolg cirkelvormig membraan: Eigenschappen van de functies van Bessel.

-Stelling V. De wortels van Jm(x) en Jm+1(x) (indien aanwezig) scheiden
elkaar wederkerig. ) .

Bewijs. Stel X €N Xy zijn 2 opeenvolgende, van nul verschillende
nulpunten van J (x) dus van x™"7 (x)

Volgens (2) ligt er tussen xk en X, . ten minste 1 nulpunt van Jm+1(x)
(stelling van Rolle). Dit nulpunt valt niet samen met X, of Xy 4 (St.IV).
Volgens (3) ligt er om de zelfde reden ten minste 1 nulpunt van Jm(x)
tussen 2 opeenvolgende nulpunten van Jm+1(x).

Er kan echter niet meer dan 1 nulpunt van Jm+1(x) tussen de opeenvolgende
nulpunten X en X ., 4 van Jm(x) liggen, want waren er 2 of meer nulpunten
van Jm+1(x) tussen, dan lag daartussen weer ten minste 71 nulpunt van

Jm(x) en dan zouden x en X, 4 geen opeenvolgende nulpunten van Jm(x)
zijn. Analoog voor de nulpunten van Jm+1(x). Dus tussen leder paar op-
eenvolgende nulpunten van J_(x) ligt precies 1 nulpunt van Jm+1(x) en
evenzo tussen 2 opeenvolgende nulpunten van Jm+1(x) één nulpunt van

J (x), zodat de nulpunten van J (x) en J‘+1(x) elkaar wederkerig scheiden.

- Stelling VI. J, (X) bezit geen complexe nulpunten. .

Immers, als J (x) de complexe wortel o =p+ql bezat, dan zou J (x) wegens

(1) eveneens de toegevoegd complexe wortel ¢S~p -ql moeten bevatten

(p #0, g # 0).

Verder is Jm({3xj = 3;TET§T (toegevoegd complexe waarde van Jm(otx)).

Volgens (12) is 1
j me(O(x).Jm(px) =0 wegens X #P.
o . ,

dus 1

5' x \J (Cﬂx)'z

0

x = 0

wat onmogelijk is, omdat de integrand in het hele integratiegebied:)<3

is (enkele punten eventueel uitgezonderd).

Dus de wortels van J mtX) zijn redel,

Om nu het bestaan van nulpunten van J (x) (m geheel) aan te tonen, kunnen
wij dus volstaan met aan te tonen, dat Jo(x) oneindig wveel {re¥le) wor-
tels heeft Daartoe beschouwen wij de 1ntegraal
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T i
cos (x cos @ ) d -1)k x% f cos d
{ prope2 (g | o
: & 2k 2k
= Trg (0" Fer (FfR==5ED JTZ (- ¥ "gg""""‘a‘?m)‘_ =
= TrJ (x)

Dus

™"

Jo(x) --T§;f (x cos?) ) d}V (14)
0

Stel cos?’:u. d}):-vﬁg.

k13 _T_T__ 1

2
o] .2 cos x udu
JO(x) = T‘-Og cos(x cos/ﬁ) )d}J ._T?S cos{x cos}) )d}?) S 1-u2&

Stel x = (m+3)TT (m ge-lmee:?.}l

Jo(me2)Tw SQS cos(m%)u‘\"du

™3 -7
1 2k+1

_2 Sém cos(m+5)uW du + 2 vz j2m+ cos(m+i)uT¥du
m 0 V{%u?} Tr k=1 21{_1 V{1 -U.-25

2m+ 1

1 n K3
2 (¢ cos vIT d v 22{ cos vitd v
k= -1

= 5 —(mal
13 0 V{(m_!____)Q ?i+z‘!" 2 V{(m.*_%)g_ 2} (v =(m+3)u)

2 %cosv'ﬂ'dv D cos wi d w
_2 2 =+
! Ve ey T j V) E-Gen) e

Het is gemakkelijk in te zien, dat de laatste term (k=m), dus

cos wTrd
7 v j 3 V] (md) - m+:) 3

het van alle voorafgaande win‘c, zodat het teken van Jo(m%)ﬂ' is (-1N)"
[grafiek!).

Hieruit volgt: Jo(m-%) en Jo(m%) hebben tegengesteld teken., Er iigt
dus zeker minstens één nulpunt tussen (m-3) en (m+) (m=1,2,3,...)

m.a.w.
_J_C(x) bezit oneindig veel {re&le) nulpunten.

Zonder bewiljs geven wij nog enige resultaten over deze nulpunten. Be-
rekeningen hebben geleerd, dat de eerste nulpunten van Jo(x) bedragen

§,=2.5048
§, = 5.5201 >-1153
g, = 11.7915 2-1378

= 14,9309 3.1394

S
wn
{
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Het blijkt verder, dat het verschil %'k+1 - £ K snel naar“ﬁ"convergeert
met toenemende k.

Voor grote waarden van k is:
£, e - ’}r . 0,050661 _ ©0,053041 _ 0,262051 _ l_‘

2k-1 (2k-1)3 (2k~1)5
Na dit uitveoerig intermezzo keren wij terug tot ons oorspronkelijk onder-
werp, om na te gaan, van welke grote betekenis de functies van Bessel
en haar nulpunten zijn voor de trillingen van het cirkelvormige membraan.

Voortzetting cirkelvormige membraan.
Wij vonden voor de algemene oplossing (11) (syllabus III)

0o oo .
..AEZ :E: T (éi%iﬁ*) [Am n COS m}D + B, , sin m)b] cos )%,nt

= =

+ (Aé,n cos m)U + B' L sin T}D ) sin ‘)m,nt

. waarin de co&fficiénten A ; B ; Al en B! nu nog ult de beginvoor-
m,n m,n’ “m,n m,n
waarden en randvoorwaarde moeten WOrden bepaald

C
}" =«~—-—-—-i——-m‘n—~c

m,n a N m,n
Voor t=0 moet dan gegeven zijn in de eerste plaats de uitwijking

W= 2, 9) “

in elk punt van het membraan,
Dus: ao uo

f(r ﬁ)) m—O <. Jm( Am nr) SAm,n cos ﬁﬁ) + By o Sin!iyji
of: S- ;D) cos m é}D T’;L J (A r)Am,n; (m £ 0)

(15)
resp.: 2ﬁ'£§% Jo(x\o nr) Ao,n voor m=0
2 oz
Analoog: | 2(x,0) stn npaQ _mZ 5 Apo®) By (m#0) 6
0 oo
. 21T Z JO(/\O’nr) Bo,n‘ (m = 0),

1
Ter verdere bepaling van A en B maken wij gebruik van de prthogo-

m,h m,n
naliteitsrelaties (12) en (13). (syllabus ).

Uit (15) volgt:

& 2
%; jo 50 f(r,}V) cos m/) J /\m,nr)rdrd/w =

a
2
Am,n S Jm( )\m’nr)rdr =
0

i

1

2 2 =
Am’n a ‘S Jm(f m’nx)xdx =
8]

i
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2
T2 Am,n Jm+1(gm,n)’
waarmede A {(althans in principe bepaald is.
3
Op dezelfde wijze vindt men

a 2
% 5 S f(r,}})) sin m}y) Jm(Am,nr)rdrd}) a
0 e

2
a 2
=5 Bun T ém,n)‘

De bepaling van de constanten A' en B' volgtop analoge wijze als de
beginsnelheld voor elk punt van het membraan wordt gegeven.




IATHEMATISCH CENTRUM,
2¢ Bocgrhaavestr. 49,
AL ST D™ DAL -0,

Cursus:
Mcethiodun dor Mathematische Physica

te 's=Gravenhage.

Trillingun van ¢.n membraan VI
door
Prof., Dr S.C. van Veun.

Algcmene methoden veor willokourige begronzing. Het randwa rdeprobleem

' van het trillondc membraan als proble.m der variaticrekening.

D¢ in de voorafgacndc gevallen geschetste methode kan cventucel
nog worden voortgezet voor andere meor ingewiklkelde begrenzingen, b.v.
¢llins, maar deze vocert dan spoudig tot zeor grote complicaties, wolke
de toepassing vrijwel onmogcelijk maken. Men hecft kunnen zien, dat de
cigenwazrden on dc gigenfunctivs in deze problemen de voornaamste rol
vervuallen, i.h.b. zal re.ds de kleinste eigenwaarde voor practische
tocpassingen de hoofdrol vervullon (esrste trilling).

Wij zullen nu hot algemene orobleem behandelen met behulp van de
methoden der variaticrckening, welke ecn e.nvoudig hulpmiddel luvert om
deze uorste eigenwaarde (un de bijbehorende uigunfunctic) VOOr me.r ale
gencne gevallen mot grote benadering te bepalen.

Tij gaon weder uit van de diffcrontiaalvergelijking:

J Av+A%w =0
met de randvoorwaarde T = O,
Eerst zullen wij het volgunde minimum—probleum beschouwon:
un beschouwt alle functics W(x,y), dic aan d¢ rand nul zijn, on
welke voldoun aan dc¢ voorwaarde
J(7) = SS’szx dy = 1 (normurings~voorwaardc) (1)
wacrbij de dubbilintegraal over het gehcele membraan wordt uitgestrekt.
Het is duidclijk, dat aan (1) door zoor willckeurige functies kan wor-
den voldaan, welke aan de rand = O zijn, want stel, dat W1(x,y) ¢en

functic is, dicv alle.n acn de voorwaarde voldoet, dat zij aan de rand
= On I.‘aa't
§ 7% ax ay = a°

zijn.(uit deaard der zask positief), dan kicze men slechts
W

- 1

[U Jp—_—

a

L] “a

Onder d¢ functies W1 aulicc aan de rand = 0 ziin, ¢n welkc bovendien vol-
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doen aan de normeringsvoorvcarde (1), zouke men nesar dic spceeiale fune-

tic U, welke bovendivn de integraal

oen = (i{3D? s FHex oy (2

1ot con ndinimum zal maken,

1J zullen bewijzu:, dat met deze functi. 7 tegelijk de curste
vigmnfunetic on de kloinste cigenwaarde is bepaald.

Volguns do klassicke methoden der variaticrokening wordt dit minimum-
probluem als volgt aangupakt. Buschouw naast (x,y) d¢ functicklasse
Ulx,5) = T(x,5) +§@ (x,y) MY (x,y) (3)
(éun N zijn willckeurige varametors), waarinsa(x,y) unSl/(x,y) willckou—
rige cificrenticerbare functics zijn, welke alleen mocten voldoun aan do

randvoorwaard: = 0 c¢cn¥= 0, zoals afgusprokun is, mout U voldocn
3 ;

J(U) = 1
oo =SH(“§‘E>2+ (%’g‘)‘?%dx ay = g{(%%)% (253 ax ay +
+ 22%%32)(;%) + (% y)(g%;)fdx dy + 2QSS{("§§)('§%) + (g—‘;{-?(%—g)}dx dy +
201 597 - D ar + 28 f{[ 2D 2% + 3D - ED]ex oy

+ ;12 ﬁ&(%)z + (%—iy)gjdx ay (4)

Bvenzo
7w = §§ 07 ax ay=((7® ax ay + 2§ ( Fpax ay + 2q §rpax oy +

+ §23W2 ax dy + 2%»258(?({/61? dy + :lzjs (})2 ax dy (5)

Do minirun—cis verlangt nu, det D{U) ¢.n minimum bervikt voor dc functic

vy

7, deWezZ. VOOT §= C, = 0, ondur du nuvenvoorwaarde J = 1.
Noum het rechtorlid van (4)
D(E, ")
«n het rochterlid van (5)
(g, n).
Dan is dus hot minimumproblocms:
Kics d¢ functic W zodanig, dat DL&.’)} cen minimum bercikt voor %: 0,
n= 0 ondcr d¢ nevinvoorwazrde J(E,N) = 1.
Volgens dc¢ bukende theoric der Ygebonden extrumen® zockt nen dus de
“vrije oxtremen® van

D) - A% 3(E,m. (6)

(A = multiplicabr van Lagrangc)
D¢ gevraagde oplossing mout optruden voor §= 0,f=0. Uit (6) volgen de
voorwazrden
20D

29J 28n 2 2J
§-§:=A -a---g-;'ﬁ-ﬂa-:)\ -56— (‘VOOI‘%: O,Q= O).




Dus volgecns (4) en (5)
ﬁ{(a&f)(aﬁp) (%)(%)}dx dy=)‘2ﬁ 7 ax ay }
fj§< 253 + D& \ax ay - V2 wyax ay

1 2 Voor ¢.n willckourige fumetic P(x,y) geldt

i Qc/ g%—:}% dx ay desgz 3zt~ ax(Py- 31) =

SP ax. Noem P = £ 9”

c
{ (£ 3% - )dX ay = jdyf 97 o (8)

omdat 39 = O op de¢ rand. Analoog

2
Sg(ag} QW 503 W)dxd 0 (8)
Uit (7)), (8) ¢n (8 ) volgt onmiddcllijk

gigjg% ﬁ ay}dx Ay = “55502 ;}2{‘2 + gi‘g}dx dy =l2SS Wy ax ay

Lffy{mv + AWl ax ay

Analoog

ffy/{AW + Az‘{‘fg dx dy

D¢ minimum-cis is dus gelijkwaardig met (9) on (9') voor willckeurige
functics fen ¢ dic san d¢ rand verdwijnen. Daarom moet voof alle punten
X, ¥ van hct :nembraan

AW $ X W =0

zijn voor W, dic aan d¢ gestelde minimum-ocis voldovt. UVij zign dus, dat

(7)

i

i

o.‘ (9)

tl

o.‘ (9+)

icdere ¥, dic aan de¢ gestelde minimum—cis voldoot, tegelijk g.n oplos—
sing is van onz¢ diffcerentiasalvergelijking. Hij voldoct dan #gvens aan
d¢ randvoorwaardc. Wegens (4) is dan de minimumwaarde van *

D(U) = D(7) —gﬂ aw)z (»f—%)gg ax dy = -g WAW ax dy =

= A2 SS e ax dy =A=2 (wegens (1)), (10)
Het absolute minimum is dus dc kleinste cigenwaardc.
Slotsom

De klcinste elgenwaurd\, van het randwaardeproblcecm
AW + A W=20 (W = 0 aan d¢ rand)

A12 Minimum van SS{( 9 '\?)2 (BW)ZIK dx dy | '
voor allc mogelijke genormeerde functies Wix,y) @.w.z. Sg e dx dy = 1),

dic azn d¢ rand nul worden. De functie W(x,y) welke dc minimumwasarde
A12 levert, is de gezochte bijbchorende cigenwaarde. '

is
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MATHEMATISCH CINTRUM,
2e Boerhaavestr. 49,
Amsterdans=-20,

Cursusg:

-

Methoden der l.athematische Physica

te 's=Gravenhage

Trillingen varl een membraan VII

door
Prof. Dr 3.Ce van Veen.

Uitgewerkt voorbeeld van een trillend cirkelvormig membraan.
7ij nemen acn, dat de uitwijking w voor t = O parabolisch is:

\ k, 2 2 ot oty
& Wig) = ;'2'(8‘ - r°) (k¥ = max. uitwijking voor r = O)
K terwiil de beginsnelheid voor alle punten
/‘r‘t‘“"’“\\ van het membraan = 0 wordt verondersteld.
o~ (Het membraan wordt dus uit de evenwichts-
o *
< o . toestand losgelaten.)

De algemene uitkomst is:

o
Z 2 J (g—w-)i(A cos mﬂ-x-B ,5in md) cosV t +
m=0 n=1 myn

t 1
+ (Am ,COS nd + Bm,nsa.n mﬂ‘) gin vm,nt g,
dus

w(0) = E Z J (_E_____,p V(A _cos md+ B_ _sinm?) = —%(az.— I’2)
a

leY
=0 ne1 N m,n

.Volgens de :ourlex‘-—ontvukl{ellnﬂ’ is

of R rn 2w 5

cos 1 m cos 1
SW(O) sin 1R a3 mzo 1121 J (”*M)g m,n g cos md sin 19 3N +
o

s sin 139

Car

S . cos 19 9.
+ 3B, , J)sin na d
De integralen, die hierin voorkomen, zijn vrijwel alle = O. Het linker-
1id is alleen #Z O voor 2 = O (cosinus-term). Men vindt dan:

20K %] £ 2
2w w(0) = QW%(aZ-. 2y 2 2 J (—wﬁa&-) (A S cos nodanN +
~ ., m a m,n
a n=0 n=1 e
207
+ By n § sin m9aJd .

In het rechterlid blijven tenslotte over: de termen met m = O (cos—term).
Men wvindt dan na deling door 2 &

2 iO n '
—%(a-—r ZJ(_..__:._,.)A _EJ(A r) A (1)
8 =1 0 . ne1 0 O,n o,n
(de andere co&ffici&nten A en B worden = 0).

m,n m,n



- 27 =

Wij passen nu de vroeger gevonden orthogonaliteitsrelaties voor
de Bessel-functies toe: (syllabus IV (12) en (13))
o

jJO( '\O,nr) Iq ! !\O'hr)rdr =0 voor n £ h,

[ 2 2
S{Jo( ’\O,h))sz rar = & 77 ( ’\o,hr) = 5 JE(%O,h)

en vindén uit (1)
G

G 2
A a
k 2 2 2 O.h 2
;? S (a“= r%) JO( /\O,hr)rdr = AO,hS JO( Ao’hr)rdr = —% J‘l(éo,h)
4 0
of: I3 o >
X 3 - a_ ;2
k§ Il }ko’hr)rdr -2 Sr I /\O,hr)dr = AO,h > J1(§O,h)'
[o]
0,nt
Stel AO hr = X = -
o 20]1

2 2 ' 2
k k 3 2 v
%:,h § xJO(X)dX ) (% O?h)zl" § * JO(X)dX B Aoah 8'2 J1( go’h) (2)

Hierdoor is de oplossing geheel teruggebracht tot de berekening van de

elementaire integralen §
o

ol
SxJO(x)dx en S 35, (x) ax,
o
welke berekend worden met behul» van (2) en (3) (syll. IV) als volgts
%o.h 05\
%oh ° §0h %

b 5 3J (x)ax = g
o%ok e ‘%ah.
- 2x2J (x)dx = %O o 1( éo h) -2 S dx(x J2(x))dx =

o

2 d(xJ (x))ax —i 3J1(X)X

p)
= j‘So SRR O,h) = 2%5 1 Io(Eg 4
Substitutie in (2) levert tenslotte
A

“%“I}'J%(%o,h) = =55 058 ), of
0,h
N k9 (%o n | )
0sh (éOh)zJ(%Oh (4

Uit de Fourier-ontwikkeling leidt men gemakkelijk af, dat alle-andere
coéfficiénten A en B = O worden. Daar
( )t 0= 0 (2e beginvoorwaarde)

leidt men op de bovengeschiedde wijze zonder moeite af, dat ook alle
co8fficiénten A!' en B' = O worden.
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Er blijft dus over als oplossing van de trillingsvergelijking, met de
gegeven randvoorwaarde en beginvoorwaarden:

o ay20uT) X500 g
w(t) = 4k =2 cos(wwg*g)t.
n=1 (%on\ z(g’on) ®
Hieruit leidt men b.v. nog de volgende mathematische betrekking wvoor
de nulpunten éo n af:

Stel t = 0, r = 0, (J5(0) = 1).

. dal
w(0) = k = 4k E ;%9’1“)
n=t (4 )% 735 o)
°* Eg ,JZ( %O,n) _ 1

) n=1 (éO,n)2 Ji(%o,n)

Toepassing van het voorafgaande voor de benaderde bepaling van de kleinste
eigenwaarde en de eerst eigenfunctie. Principe van Raleigh.
In het voofgaande hebben we gezien, dat de kleinste eigenwaarde
% ¥an het randwaardeprobleenm

AW + A7 = 0, W = 0 aan de rand 5 5
gevonden wordt als minimumwaarde van Sg{( w)2 ( W)Q dxdy, uitﬁedrukt‘

over het gebied van het membraan, als de voor de concurrentle toegelaten

funciies alle mogelijke genormeerde functies W(x,y) zijn, welke dus vol~-
doen aan

§ v2axay = 1. |
E@ten wij de normeringsvoorwaarde vallen, dan hebben wi] slechts de mi-
nimum-waarde te bepalen van

§ (592 .+ (252 axgy

Sg d dxdy |

Nu zal de gevraagde eigenfunctie 77(x,y) zeker moeten behoren tot die

functies, welke aan de rand nul worden. ¥ij grenzen onze waardevoorraad

van vergelijkingsfuncties reeds aanmerkelijk in, door ons te beperken

tot die functies Y(x,y), die aan de rand = 0 zijn. Een willekeurige functie

W(x,y) die alleen voldoet aan deze randvoorwaarde, maar niet noodzake-

lijk voldoet aan de differentiaalvergelijking, zal bij substltutle in

(11) in het algemeen een uitkomst opleveren, welke }>A is (immers }\2

is de minimumwaarde). Een functie | 7(x,y), die alleen voldoet aan de rand-

voorwaarde (W = O op de rand), zullen wij een toegelaten functie noemen.
Rayleigh heeft het eerst gebruik gemaakt van het feit, dat iedere

toegelaten functie bij substitutie in (11) een bovengrens ven.,x1 leverd,

welke bovengrens bij geschikte keuze van W(x,y) een goede benadering

zal geven voor A;% (Principe van Rayleigh).

(11)
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¥ij willen dit principe toelichten aan de hand van het voorbeeld
van een cirkelvormig membraan (met straal 1). Als eenvoudigste toegela~
ten functie kiezen wij
W(x,y) = 224 y2~ 1=0
volgens (11) is

g < gs ‘,x + t?V )dxdv

ﬂﬁ (x%+ vo- 1)° axdy
(beide inte ralen uitgestrekt over de cirkel 52+ y2- 1% Met behulp van
poolcodrdinaten vindt men

20T 4 1
1 ¢ 2 T F(ve_ )24, =
N S(r -1) rdrdp .fr(r -1)“éar
[+
A L VE = 24495. °
im Julste wacrde is
= E = 24048 (p. 20 onceraan).
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De methode van Rayleigh-Dirichlet heeft ons een bovengrens gegeven van
de kleinste eigenwaarde op grond van de volgende overweging (Principe
van Rayleigh). 1

De kleinste eigenwaarde h, is de minimumwaarde van

o= (22282 ax ay (1)

als men voor W(x,y) alle mogelijke toegelaten genormeerde functies in-
vult, d.w.z, alle mogelijke functies van x en ¥y, dle aan de rand nul
worden, terwijl bovendien /f ngxdyel. De functie, welke het gezochte
minimum oplevert, is de biﬁbehorende eigenfunctie,

Substitueert men dus in het rechterlid van (1) een willekeurige
toegelaten functie, dan levert D(W) een uitkomst op welke zeker }~)2
is, zodat men op deze wijze een bovengrens voor Txéverkrijgt.

Ofschoon hiermede weinig gewonnen schijnt, heeft Rayleigh opgemerkt,

dat ledere niet al te ongeschikt gekozen toegelaten functie een zeer

behoorlijke benadering geeft voor 7Nﬁ

'Overigens zullen wij nog later in de methode van Ritz-Galerhin midde-
len leren kennen, om deze benadering willekeurig ver te verscherpen.
W1lj zullen echter eerst enige voorbeelden voor de berekening van de
bovengrens afleiden, Als eerste en eenvoudigste voorbeeld kiezen wi]j
het wolledlg bekende geval van het cirkelvormige membraan.

De ran€ is hlerbij bepaald door de cirkel

x2+y2=a2 N

Als meest eenvoudlg toegelaten functie vinden wiJj hier:

W(x,y)=0(x2+y2~a2)

die inderdaad =0 op de rand.

Wij moeten nu >
/,/((z%>2+(§—¥)2§gix ay

ultstrekken over het gebied van de cirkel x2+y2=a2,
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Daarbij moet echter de wilekeurige constante C zo worden bepaald, dat
de functie W(x,y) genormeerd is, d.w.z.

I

’/ Wedxdy=1.

Het 1s hier voordeliger, poolboardinaten in te voeren:

X=r cos (£ 0€§s2i ., 0grya.

y=7 sinﬁf
W(x,y)=W(r, 7)=C(r--a )f
DWW OW Vp P oF ~ OW _sing OW

— el -
Y

'{)x ‘DI‘ «“x DL’I“" QX = VOS \1, a I" I’

W _ J W 08¢ T W
28.2832z8, 2?_25‘;’_ sin @ ¥, o082 o

(B2 (Hy2, L (28"

% o7 PE L}(F *
b dxdy -1 dr dy .
WiJ moeten dus het minimum bepalen van
25
W 2 £>w )
/fj[( \r) W rdrd " .
als @ 7 '

o (24

/ / Worard § =

R
De gekozen toegelaten %unetie is

W=C(ro-2°),

De tweede integraal 1evert
/ / (rg*ae)erdrd P =
a

2

2¥%cC (r5—2 2r3+a4r)dr— 1

2 6 ‘
2602/%-5%4%/}:1 cB. 12 = 2

2T (2-646)a° T a°

De 1° integra%l levert' e
o pdl _
c?/ ;; (2?) rdrdé =2 Kc?ﬂf’ rodr= 2!rC2au= "%T
M o \ ‘{61« 2.1“495 a .
De gevonden bovengrens voor A, = = = Y .
De exacte waarde van ~7\}S vroeger bepaald als
A —‘é~il¥£ waarin 3 het 1% nulpunt van J_(x) is, dus
0o udus o ’
_ 2. G
o 2 (exact)™ . (8yllabus V, p.20).

Ondanks de meest ruwe keuze varr de toegelaten functie hebben wij dus
reeds een benadering met een fout van minder dan 9% gevonden, Wij zul-
len overigens laten zien, dat deze fout zich zeer gemakkelljk wille~
keurig sterk laat verkleinen.

Het grote voordeel van de methode van Rayleigh bestaat daarin, dat
daarmede de kleinste eigenwaarde kan worden geschat bij willekeurigq
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(mits mathematisch nauwkeurig gedefinieerde) begrenzing bilj problemen
dle overigens mathematisch niet te behandelen zijn., WiJ zullen als voor-

beeld kiezen: 2 2
de grenskromme is een ellips : ?-E—g- + —Lé- = ]
- a~ b
Als boven kiezen wij als eenvoudigste toegelaten functie

w(x,y):c(b x +a“y2—d2b“),

welke inderdaad wederom op de grenskromme nul wordt, Ook hier heeft de
invoering van een gewijzigde soort pcolcofrdinaten succes, n,l.

x=ar cos 7 . 0L e ar
y=br sin (F . Ogr 1.

Men vindt gemakkelijk:
W _cosP oW  sin@ Ow

DX - a DT ar DF
) DW _ sin® 3w+cosCP DW
oy b oDr br a¢
W(r,®)=ca®p?(r?-1) 5 2¥ - 2ca®®r ; X - 0
"‘) 2 4 1+ 2 cos% sainz’ij
(?—3«:') (uy) ®-hcfap 2 )
b
C moet worden bepaald uit <F )

czal‘b”/ /(r2-1)2rdrdf‘f‘ = 1.
of % v

{
o T o2atet /(r5-2r5+r)dr= 1

/ﬁ%)2+(0%%)2; dxdy wordt:

'yc2,H /[ 3(COS P, sin ¢)drd$0 c2a’ 4/(“’05 ¥ {gd}ﬂ
? =27 244(__3:?_*_____?) 3§a+b§.

a b ab
Wij vinden dus als bovengrens voor }\i:
\{ a2+b2 \/a2+b2

(3= 1,730 X220
Voer het speciale geval: a=2, b=1 vindt men 1.93%65 terwijl later te be-~
spreken scherpe benaderingen hebben geleerd

1,868 ¢ A<1,889

De fout is wederom gering, en bedrasgt minder dan 4%,
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De methode van Ritz, ultgebreild door Galerhin berust op de eenvoudige
overweglng, dat men een willekeurige combinatie van toegelaten functies
wl(x,y), wg(x,y), w3(x,y).... kan opstellen in de vorm

W(x,y)=a W, (x,7)+a W, (%, ) vasW5(x,5) .. ..

Dan is W(x,y) ook een toegelaten functie, voor iedere willekeurige

keuze van de parameters 815 Bpseses

Men kan zonder beperking nog a;= 1 stellen, Dan heeft men nog de vrlje
beschikking over een stelsel parameters 8ns a}.... , die men zo geschilkt
mogelijk kan kiezen, n.l. zodanig dat

{( (2 dixdy

’ w2dx dy
/)

een minimum wordt,
(Het linkerlid wordt een functie van a,, Bz.ee dus F(ae, a3....) . Men
moet dan zorgen, dat

AT:J
P s ]
#

Fa
,._;tQJ
il
1
i
o
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De methode van Ritz-Galerkin,

Laten W,(x,y), We(x,y), W3(x,y) een stelsel toegelaten functies
zijn, welke dus zan de rand = 0 zijn. Dan is ook
Wix,y) = 31W1(x,y) + azwg(x,y) + a3W3(x,y) Foues (1)

een toegelaten functie voor iedere willekeurige keuze der parameters,

s . nNe . -
De kleinste eigenwaarde /g% is de minimumwaarde van

! ’“i ) -
D(W) = ~ > Y

/f ),'/‘ W™ dxdy
Substitueren wij in het rechterlid van (2) de uitdrukking (1), dan is
het duiilelijk, dat de uitkomst een functie van de willekeurige parame-
ters 813805 0e wordt,

L

T(a1,a2,a3, coe

D<W> = N(aq,az’aﬁ%, vto)

= /\2(313233 t-v)e (3)

Ritz en Galerkin bepalen nu de minimum-waarde van 7\(81,az,a3,...).
Volgens de regels der analyse zijn de noodzakelijke voorwaarden

PEX: A 2 -0 N2 -0
) a, T e 3532 - '55&1,3 T oY e
of 2 T 2w DT J N PR I N
N o a T N na -T ) N Da -T Sa
1 1 _ 2 2 _ 3 3 - - O (4)
N2 - N2 - N2 = s es - “
Uit (3) en (4) volgt
0T J T
va , da ,
1 T 2 2 T 2
o8 ~®° A min? TN - X A min’ °%C: (5)
Da1 332
Substitutie van(1) in (2) geeft:
G § ki L LA
e e N—(a1,ag’a3,lv') .
a2P + aEP + a2P + + 2a,a,P + 2a,8.pP +
- 1511 2722 3733 't 192712 193713 e (6)

2 2 2 ' 1
81Q11 + a2Q22 + a3Q33 + ye. + 2a1a2Q12 + 2a1a3Q13 Foaes



waarin

I)w ’aw oW, oWy |
ra = [ [{FE D)+ 550 o]

Oy jf W, W dxdy

(de grootheden P, en Q zijn dus bekend),
Uit (5) en (6) volgt:

(7)

N2, o oaTan T Btip *AyFr t .. 2qPpy ¥ BpPop ¥ 23Fpy ¢ .-
min 8.1Q11 + a2Q12 + a3Q13 T s e 8-1Q21 + 32Q22 + a3Q23 T e
_ a1P31 + a2P32 + a3333 + e
81037 * 85035 + 83033 + ...

of

aq(Py - Q11})§) + 8, (P - Q12?)§) + aB(P13~ Q13;\§) + ... =0
. 2 2 p

81(Ppi= Qo AL) + ay(Pyom Qoo 2) + ag(Pug= Qpy Ap) + wuw = O

N\ 2 2 2
8.1(P31"' Q,:,)'] Am) + 32(P32" Q}ZAm) + 33(P33" Q33Am) T e = 0.

Aan dit stelsel lineaire homogene vergelijkingen moet tegelijkertijd vol-
daan worden door een niet triviale oplossing (d.w,z, a% + ag + ag + £ O
Dit vereist, dat de determinant:

2 2 2
P 1—- Q117\m’ P - Q']Zh ’ 13 Q13\\ .0
2 2

2 2

) (determinant van Ritz-Galerkin).

De uitwerking van deze determinant levert een hogere-graadsver-
gelijking in de gevraagde grootheid f);. De graad van deze vergelijking
is gelijk aan het aantal gebruikte toegelaten functies,

Men kan van deze Vergelijking nog verschillende bijzonderheden
bewijzen:

1) Alle wortels ) 2 zijn regel en positief.

gl Niet alleen de kleinste oplossing‘7\ levert een bovengrens

voor de kleinste eigenwaarde A ?, maar de volgende oplossingen
zijn bovengrenzen voor de volgende eigenwaarden (Trefftz,
Weinstein, Kamke).

In de praktijk zal men in de regel volstaan met 2 toegelaten op-
lossingen, waardoor de determinant een vergelijking van de 2¢ graad in
)\2 levert. De uitkomsten, die men op deze wijze voor de kleinste eigen-
waarde verkrijgt, zijn bultengewoon nauwkeurig., Wij zullen deze methode
illustreren aan enkele voorbeelden.
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Voorteeld 1, Scherper benadering van het 18 nulpunt van Jo(x). Wij heb-~
ben in Syllabus VIII deze waarde reeds in eerste benadering bepaald door

de methode van Rayleigh ( gebruik maken van 1 toegelaten functie). Wij
gebruikten toen

~ ~y

Wo=W, =1 -a", (9)
Wij zullen daarnaast nu gebruiken de toegselaten functie
W2 = 1‘4 - 8.4. (9')

De vroegere uitkomsten geven gemakkelijk (in verband met (7) en de trans-
formatieformules op rag. 31 (VIII)):

a 2y v ~w. 2 | )
P :// )! coszf a“k le + singtf ()Wk uwl + sinzs( -—-——-—a Wk 0Wl
k1l ~ /o l or or rE 330 ¢ dr O
¢

2, dw. dw. |
203 k 71
+ 1‘2 :M/’ 7‘;" g rdrdf
a .
P i W OW oW, OW
X 1 k
= — drd
/O 5y or ST 12T 4 0 fr £
evenzo _
a 2

Q :/ W, W.rdrdy .
k1 =y /s g Tardy

Wij vinden dan uit (9) en (9')

a ,2h
PH =[/ 4r rdrd}; :2778.4
2w ¢
& _
Py // srt rdrdf = 75'3-& = Ppy
6 _ 8
P22 :ﬁ}/@ 161 rdrd? = 2/ 2a

a 27'{— . 3 &
Q»}—] :// (r‘-—ag)grdrd(f = 22/‘—’ (I‘ ) / = 9-3—

1
baMyrdray =T é/ (1-x) (1-x°)dx =
Q12[/ (r a)(r )rrf ao x x“)dx

= fla / (1—x~x2+x3) ﬂ"a8(1-1’5- 3 +1) = %Tag
l{1
Qo / / (r4-a4) rdrdy-— ami/o (1—-x2)2dx =
- 72’5.10/0 (1-2x +x4)dx = 7_3.10(1 ‘E %) = 3%-7{"&10.



1

Stelt men (als vroeger) A dan vindt men gemakkelijk voor de

i

a ]
terminant

2-_%— —é— L N

8 _5§° 3 o552 328 °
8 .55 4..;;5,_ 160 =255 %, 240 - 32§

Elementaire transformaties geven:

f
(-
O
b
i
O

®

2¢ -4 €% 32 -5(° N 3-%° .
2 2| = 2 24(° Y
16-§ 48—2% 16-2 32-{

Stel g e 4x
6 -~ 4x) 2 - x
‘4 - x 8 -z
(4X -38x+48) - (x -6x+8) =

9]

3x"=32x+40 = 0

= 0

_ 324 Vsas _ 16+ V136 _ 16 + 11,6619038

o 6 B 3
= 1,446032  $° = 5,784128
J
5 4050,
7

De exacte waarde is 2,4048 (zie vroeger).

de-—

Wij zullen vervolgens ditzelfde procéd€ toepassen op de ellips.,

Wij kiezen daartoe als toegelaten functies:

W1(xy) v2x° 4 a2y2 ~ a%p?

1l

2.2 2.2 2.2 2.2 2 2)

2.2
Wz(xy) (px° + a%y° = a1 ) (v%x" + a"y° + a%b

i
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Toepassing van de methiode van Ritz-Galerkin op een c¢llips,

Voorteeld 2. Voor de ellips stellen wij als vroeger: x = ar coskf ;
¥y = br sin y‘. De rand van het e€llips gebied wordt gegeven door r = 1,
Voor het bvinnengebied is 0 r 1. Als vroeger vinden wij:

YW _ YW 3r  2W Uy _cos ¥ QW _sing OW
. TX or ©X  Ug o0x a ST ar 'U;’
~ - ) -~
JW _ W r . W d¢ sinf oW _ cosy DV
y Ty y DT T
ﬁ5~ = ﬂs—-ﬂg— + ’DY - b B + b MF’
W, 2 OWN2 DW,\2 coszf/ sinzf
(ﬁ) + (‘ﬁ) = (DI‘) ( % + 7 ) +
. 1 (2W2sin’Y | cos®p, 2 singcos ¢ OW QW _ 1, 1,
2 0y a® v* * CERPMANNCANRIS
Wij kiezen als toegelaten functies - =
(/nw Cw
W, = a2b2(r2—?) en W, = a4b4(r4~1) dus LI e . 0.
1 2
Dy Dy

1 or e
P = [ (228 LA Singgp) oM o abrdrdy
%2 /o Jo a pe ~or 0T ’

S 172 1
% - = / /
k3l Jo Jo

[A% A

i

W, W abrard = 27’%} W, W, ebrdr,
duS, 5 5 2ﬁ' 2(; . gw 1. 3 5 5 4 4
CcOoS ’ sSin )
Pyq =270 ‘}; ( X + : )dygé/ 4r°dr = T a”b (;g + gg),
2 2y 2 / 77,1 1
7.7 j{ cos” sin” ¢ 5 4 7.7
P., =a'b ( + )d 8r’dr = <7a'b'( + )
12 0 a” -l g 3 a2 pe’
o 2, 2, 1 . 1
9.9 j/ cos sin 7 9
P, = a't ( 4 )d/16rdr=2zrab( P
22 0 a” w2 o a® o0

1
T on 2
Qg = 2 ma’p? /g (r2-1)2rdr = J_%TE~’

1
Qo = 27Ta7"b7 )g (r2-1)(r4—1)rdr = %%Jra7b7,

1
Qs = 2 zra9b9/0 (r*-1)°rar = T%Wa9b9.



De determinant van Ritz-Galerkin wordt dus (nea triviale delingen),

2 ,
1 1 A 4 2.2, 1 1 5 3 2.2,2
s vt 30 30T RT T 7T
= Q0
4,11 2 ,.2.2,1 1 8 2
3(;2-4?%1%}, 2aDp (;75*”’5)"3'5?\ ap° |
of
’ 1 1 2 : 1 1 o
12(—= + =) = 477, 16(— + =) - 5 /) ,
a b a b |
= 0,
2

80(ds + ) = 25 N°, 120( + L) - 327
¢ ';2' ? s ;?‘ ;‘2‘/

1 1 2 1 1 2
12(= + —=) = 4A° 12+ 2y = DNE
i a o ’ a bl ; - 0
B 11 2 L1 1 2 |
| 8=y + =) = A 16(—5 + =) = A
L Te? TR TR e !
of, door te stellen:
2
AL
2(~
a?' "2'
6 - 2 -
}4__4§:8_§ = 0 (vgl. Syll. IX p. 37)

x; = 1,446032, dus AT = 2,892(% + ;1?)

. 1 1
(de methode van BRaykigh gaf 3(~§ + —2)).
Trefftz (Math, Ann.) meent deze uitkomst te kunnen verscherpen tot
. 8554(-—2 "2‘) wat onmogelijk is, omdat voor a = b (cirkel) dan wordt
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gevonden y, wat beneden de exacte waarde §1 = 5,7830 is gelegen,

De asymptotische verdeling der eigenwaarden.
Als beslult van deze beschouwingen zullen wij nog enige opmerkingen

maken over de¢ verdeling der eigenwaarden, Wij zullen i.h.b, nagaan, hoe
groot het aantal eigenwaarden < dan een gegeven getal z bedraagt. Alge-
mene onderzoekingen op dit gebiled vereisen een diepgaande mathematische
analyse. Wij zullen ons daarom tot een schetsmatige behandeling moeten
beperken. Dit onderzoek heeft tot de merkwaardige conclusie gzevoerd, dat
het aantal eigenwaarden N(z), welke kleiner dan z is, weinig gevoelig
is voor de vorm van de rand, maar in hoofdzask afhangt van de grootte
van het oppervlak binnen de rand. Wanneer F de oppervlakte van het mem-
braan voorstelt, dan kan algimeen bewezen worden
lim N(g) - 4FT)_
Z—y R 3

(N(z) = aantal eigenwaarden < 2z).



Wij zullen deze formule ecrst bewijzen voor de rechthoek, waarvoor de
elgenwaarden exact bekend zmwn, nl.
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( 2 en b rechthockenz 13dcn,. Als men het aantal der grootheden A 0 <z
H
wil biperken, dan moet dus
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Vergelijken wi] deze vorm met de vergelijking van de ellips
- = 1alve assen —— en ==
B (22)% <b">° T

dan mocten wij dus bepalen, ho: groot het aantal punten P(m,n) met
gehcle codrdinaten bedraagt, gelegen binnen het scerste kwadrant van de
ellips., Zulke puntcen heten roosterpunten, Het is niet moeilijk in te

zien, dat dit aantal roosterpunten
voor grote waarden van z procentsge-
wijs niet veel zal afwijken van het
zantal vierkanten door het ellips~
kwadrant omsloten = de oppervlak%e

. Z b bz
der gwartelllps = %; e 7% = %TW" =

= %%:, waarin F = ab = oppervlakte
rechthoek, (2)
Fa e Nz F
‘3’”\?““ of beter J‘.’Z‘;H;l‘c '-'-:2‘-

Men kan bewljzen, dat dezec stelling algemcen voor w1llekeurige begren -
zing geldt., Dcze bewijzen berusten op de grondoverweging, dat bij in-
perking van het gebied (door het opleggen van extra-belemmering, vaste
punten, vaste lijnen, vaste vlakdclen) ook de voorraad van de weggelaten
functics bteperk® wordt, waardoor de minimum-waarde van de integrsal van
Dirichlet noodzakelijk stijgt, althans niet daalt,

Oock het omgekeerde geldt., Bij opheffen van belemmeringen zal de
voorraad der tovgelaten functies toenemen, dus het minimum van de inte-
graal van Dirichlet zal dalen, althans zcker niet stijgen. Uit deze o-
verwcgingen worden de volgende hulpstellingen afgeleid.,

I. De nde cigenwaarde van een gebied G is kleiner dan de nde elgenwaar-
de van elk deelgebied G' van G, Deze stelling heet de monotoniestel.
ling der eigenwaarden,

II, De n%® eigenwaarde van een gebied G verandert continu met de opper-
vlakteverandering van G,
Viord .1t men het gebicd G in cen willekeurig
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aantal deelgebieden G',G",,.., , die met elkaar geen enkel inwendig
punt gemeen hebben, dan geldt:

de eigenwaarde ult een gebied G is zeker»g.dan de nde

De n waarde

van de totaalverzameling van de eigenwaarden der deelgebieden, wan-~
neer deze in opklimmende volgorde worden gerangschikt,
Voor de nde cigenwaarde h n van het gebied G met oppervlakte f geldt

de asymptotische uitdrukking

. Np 4T
lim **ﬁ—— = ‘““:f.‘“‘o
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